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Considere o conjunto S={1,2,3}, descreva o conjunto
.. dos pares ordenados S x S.

Quais seriam os elementos se tivéssemos interessados
na relacao de igualdade entre eles? Ou seja, 0s
pares ordenados cujas componentes sao iguais.

Quais seriam os elementos se tivessemos interessados
na relacao de um numero ser menor do que o
outro?
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Definicdao e propriedades

Definicao 1(Relacao): Uma relacdo € um conjunto de
pares ordenados.

Exemplo: R =1 (1,3), (2,4), (1,0) }

Definicao 2 (Relacdao entre conjuntos): Seja R uma
relacao e sejam A e B conjuntos. Dizemos que R
é uma relacdo sobre A desde que RcAxA eReé
uma relacdo de A em (para) B se RcAxB.

Exemplo: Sejam A={1,2,3}eB={3, 4,5, 6} temos
as relacoes:

1)R={(1,3), (2,3), (1,1) } e sobreA;

2) S ={(3,3), (3,4), (4,6) } e sobre B;

3)T={(1,3), (1,4), (2,6) } € de Aem B.
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Definicdao e propriedades

Uma relacao de A em B € um subconjunto R de pares
ordenados onde:

« 0 primeiro elemento do par vem de A;

« 0 segundo elemento do par vem de B.

Usamos xRy para indicar (X, y) € R. Dessa forma, temos
gue x esta relacionado comy por R.

Formalmente,

OBS.: Alguns autores definem a relacao aqui discutida
como relacao binaria, porque ela relaciona elementos de
dois conjuntos. Se forem mais de 2 conjuntos temos
uma relacéo n-aria.
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EX.1: Sejam os conjuntos A = {0,1,2} e B = {a, b}

‘ > ; R =1{(0.a).(0,b),(1.a).(2,b)} € uma relacao de A para B
Ex.2: SejaA={1, 2, 3, 4}

Representacao Grafica e Tabular
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Definicdao e propriedades

Normalmente uma relacao R entre dois conjuntos
OuU NnumM mesmo conjunto, € expresso por uma
propriedade.

Exemplo 2: Sejao conjuntoA={1, 2, 3, 4}.
a) Construa a relacao R ={ (a,b) | a dividido por b € um

ndmero inteiro} .

b) Construa a representacao grafica e tabular.
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e
Para cada uma das relacdes binarias R definidas a seguir em [, decida quais
entre os pares ordenados dados pertencem a R:

x =y +1}. Pares (2,2).(2,3).(3,3), (3. 2).

x divide y }. Pares (2,4),(2,5),(2,6).

x & impar }. Pares (2, 3),(3,4),(4,5), (5, 6).

x > y? }. Pares (1,2).(2,1),(5,2),(6,4), (4, 3).

. P Exemplo 3:
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Definicao (Relacdao inversa): Seja R .uma relacao. A
RN inversa de R, denotada por R, € a relacao
% formada invertendo-se a ordem de todos os pares
ordenados em R.

Exemplo: Seja R ={(1,3), (2,4), (3,6)}

-1
Entaéo R ={(3,1), (4,2), (6,3)}
-1
OBS.: Se R é uma relacao sobre A, entdo R tambéem o

€. Se R € uma relacao de A em B, entao R € uma
relacao de B em A.

Exercicio: Dados A = {4, 5, 6} e B = {0, 1, 2, 3, 4}.
Construa uma relacao e sua inversa:
a)deAemB b) sobre B.
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& Uma relacéo xRy pode ser classificada em:

"’ * X B um pra um: componentes x e y aparecem apenas uma vez em R

‘
SE ] .
‘ ) H um para muitos: campnnente X aparece em mais de um par

B muitos para um: componente y aparece em mais de um par
B muitos para muitos: componente x e y aparecem em mais de um par

|

B .-—-*/
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Definicao e propriedades

Exercicio: Sobre as seguintes relacoes, identifique
quais sao do tipo “um para um”, “um para
muitos”, “muitos para um” ou “muitos para
muitos”.

(@) R = {(5,2).(7.5).(9,2)}
(b) R = {(2,5).(5,7).,(7.2)}
(c) R = {(7.9).(2.5),(9,9),(2,7)
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Quantas relacoes existem em um conjunto A com n elementos?

‘ | | B Quantos elementos tem o produto cartesiano A x A?
g | BAxA=A-A=A?=n

B Um conjunto qualquer com m elementos possui 2 subconjuntos
B Umarelacao R em A € um subconjunto de A x A

| B Logo, existe uma relacdo em A x A para cada subconjunto de A x A

. . 2 -
R m Como A x A possui n® elementos, existem 2(™) relacdes em A x A.

¢ Exemplo: Seja A = {1,2}. Determine todas as relacoes
N de AxA.
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Definicdao e propriedades

Seja R uma relacao definida em um conjunto A. Para R,
definimos as seguintes propriedades:

» Reflexiva;
- Simétrica;
. Anti-simeétrica;
.~ Transitiva.

>

-Vejamos cada uma delas a seguir:
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Propriedade Reflexiva: Uma relacao R em um conjunto
N A é chamada de reflexiva se (X, X) € R para todo
) N elemento x € A.

Todo x esta relacionado a si mesmo

EX.: Sejam as relacdes sobre o conjunto A = {1,2, 3.4}

. 1),(2,2),(3,3),(4.1),(4,4)}

1).(4,2),(4,3))
.4).(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)}

Quais relacoes sao reflexivas?
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Propriedade Simétrica: Uma relacdo R em um conjunto
N A é chamada de simétrica se (y, X) € R sempre
e que (X, y) € R.

Se x esta relacionado a y, entao y esta relacionado a x.

EX.: Sejam as relacdes sobre o conjunto A = {1,2,3,4}

), ( ) (2 1) (2,2),(3,4)(4,1),(4,4)}

(2,1),(2,2),(3,3),(4,1),(4,4);
(4,1),(4,2),(4,3)}
(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)}
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Definicdao e propriedades

Propriedade Antissimétrica: Uma relacdo R em um

EX.:

conjunto A & chamada antissimeétrica se, para
quaisquer X, y € A, se (X, ¥) € R e (y, X) € R,
entao x =.

Se x estarelacionado a y e y esta relacionado a X, entao x =y

Sejam as relacoes sobre o conjunto A = {1,2,3,4}

Ri —{ 1,7), ( J (2,1),(2,2),(3,4)(4,1),(4,4)}

(2,1)})

)
):
)

(

2,1),(2,2),(3,3),(4,1), (4,4)}
4,1),(4.2),(4,3))
1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)}

(1,
= {(1,
=1{(1. ,4),
Rs = {(2, . 2),
={(1, ,3),
{(3

Quais relacdes sao anti-simétricas?
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A relacao R={(1,3),(3,1),(2,3)} &
simetrica ou antissimeétrica?

A relacao R={(1,1),(2,2)} e simeétrica ou
antissimeétrica?




L 38 Definicao e propriedades

. INSTITUTO FEDERAL
’ Propriedade Transitiva: Uma relacdo R em um conjunto

& A e chamada transitiva se, sempre que (X, y) € R
- e(y,z) ER,entdo (x,z) ER, X, y,Z €A

Se x esta relacionado a y, e y esta relacionado a z, entao x esta
relacionado a z.

EX.! Sejam as relages sobre o conjunto A = {1.2, 3,4}
Ri=1{(1,1),(1,2),(2,1).(2,2),(3,4)(4,1).(4,4)]

< Ro = 1(1.1),(1,2).(2,1);
& Feg_ {(1,1),(1,2),(1.4),(2,1).(2.2),(3,3).(4,1).(4.4)}
& ={(2,1),(3.1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3)}
F:5— ((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4))
Re = {(3,4)}

Quais relacoes sao transitivas?
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Resumo das propriedades
¢ ‘i %
Propriedade | Loégica Linguagem Natural
: Y _ Todo x esta relacionado a si
Reflexiva 7x € A((x,x) € R) meemo
Se x esta relacionado a y,
Simétrica Vxvy ((x,¥) e R —= (v,x) €R) entdo y esté relacionado a
X
Anti- Se x esta relacionado a y e
Simétrica vxvy ((x,y) eRA(Y,X) ER— (x =y)) y esta relacionado a x, en-
taox =y
E.x.?.yﬁv._?(((k,__ y) € RA(y,z) € R — | Sexestarelacionadoay,e
Transitiva _ y esta relacionado a z, en-
(x,2) € ﬁ’}}) tdo x esta relacionado a z
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| Exemplos
N 1) Sejam A={a, b, ¢, d} e R = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a),
-« (b,b), (b,c), (b,d), (d,d)} .Verifique se R é:
, a) Reflexiva;
b) Siméetrica;

c) Antissimeétrica;
d) Transitiva;

2) Uma relacao pode ser siméetrica, reflexiva e transitiva
ao mesmo tempo? De exemplos.
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Exemplos

‘e 3) Verifique se as relacoes sao reflexivas, simétricas,
antissimeétricas ou transitivas:

a) Ry ={(a,b)|a < b}
b) R, ={(a,b)|a > b}
c) R; = {(a,b)|a = b}
d) R, ={(a,b)la=b+ 1}
e) R: ={(a,b)|la+ b < 3}
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Definicao e propriedades

Representacao de Relacdes com grafos

Definicao (grafo direcionado): um grafo direcionado ou
digrafo consiste em um conjunto V de vertices e
um conjunto E de pares ordenados de elementos
de V (arestas).

Uma relacao R sobre A € ilustrada por um grafo quando:

. Cada elemento de A e representado por um

vertice do grafo.

. Cada par ordenado de R é representado por uma

aresta direcionada.
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Exemplo:
| ‘ A={ab,c,d}leR=1{(ab),(a.d),(b,b),(b.d)(ca)(cb)(d b)l
Exercicio: represente usando grafos a seguinte relacao
¥ R={(1,3),(1,5),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(2,4),(4,3)}

sobre A, sabendo que o conjunto A € dado por
A={1,2,3,4,5}.
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Fecho

B Assuma que R e uma relacao binaria sobre um conjunto A
B Assuma que R nao possui uma dada propriedade P

B Podemos ‘estender’ R para obter uma nova relacao R* que contenha P

B R" conteraos paresde R: RC R*

B R* contera pares adicionais

B Tais pares adicionais fazem com que a propriedade P seja valida
B R* € o menor conjunto com tal propriedade

B Se existirumarelacao S que contéem R e possui P, entao R* C S

B Denominamos a relacdo R* de fecho de R
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Definicao (Fecho de uma Relagao)

€, Seja A um conjunto, R uma relacdo binaria em A e P uma propriedade.
O fecho de R € uma relacéo binaria R* em A que possui a propriedade P e
satisfaz:
1. R* tem a propriedade P
2. RCR*
3. Se S e uma relacao qualquer que contem R e satisfaz P, enfdo R* C S

Tipos de fechos:

» Reflexivo
¥ 2  Simeétrico
"  Transitivo
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€ 0 seu proprio fecho em relacdo a mesma propriedade.
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*6: lé Definicao (Fecho Reflexivo)
‘ f(‘ "3 O fecho reflexivo R* de uma relacdo binaria Rem A &
R* = RU{(x,x) | x € A}
. ESejaA={1.23}eR={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2,3)}
¢
" B R nao possui a propriedade reflexiva
N m Fecho Reflexivo: R* = RU {(x.x) | x € A}
f R* = {(1.1).(1.2).(1.3).3.1).[22)] 2.3)[G3)]
( \ fi B R* e umarelacao reflexivae R C R*.

€.
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<4
‘Q, » Definicao (Fecho Simetrico)
; f< \ O fecho simétrico R* de uma relagcdo binaria Rem A e
k R*=RU{(y.x) | (x,y) € R}
( mSejaA={1,23;eR={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2,3)}
é
B R ndo possui a propriedade simétrica
) m Fecho Simétrico: R* = RU {(y,x) | (x,¥) e RA(y,x) € R}
¢
A R*={(1.1),(1,2),[(2,1)},(1,3),(3,1),(2,3),]| (3,2)
g £ £ ¢

‘ ‘ m R* é uma relacido simétricae R C R*.
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4., . Definicao (Fecho Transitivo)

?‘Q“{‘ O fecho transitivo R™ de uma relacéo binaria R em A é uma relagéo binaria que
é © \ satisfaz:
\ 1. R* é transitiva
f 2 RCR?
3. Se S é outra relacéao transitiva que contem R, R* C S.
mSejaA={1,23}eR={(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2,3)}
B R ndo possui a propriedade transitiva
: « m Aplicando passos sucessivos para encontrar o Fecho Transitivo R™:
: m1)R =1{(1,1),(1,2),(1,3),(3.1),(2,3),| (3,2) ,| (3,3) ;| (2,1) |}
|
; m2)R* =1{(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(2.3),(3,2),(3,3),(2,1),| (2,2) |}
;;ﬂ“ B R™ é umarelacdo transitivae R C R™.

1 B Se S é outra relacdo transitiva que contém R, entdéo RC R e R* C S.
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(ea. . Exercicio: encontre o fecho reflexivo, simétrico e
e ) 3 transitivo, em cada caso:

(a)
O X
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Relacdes de Equivaléncia

Definicdo: (Relacbes de Equivaléncia)

Uma relacao binaria em um conjunto A que é reflexiva,
simétrica e transitiva €& chamada de relacdo de
equivaléncia em A.

Exemplos: (Relacbes de Equivaléncia)

1) R={(x,y) | X =y}, sobre qualquer conjunto S
2) R={(x,y) | x+y é par}, sobre o conjunto N

3) R ={(X, y) | x senta na mesma fileira de y }, sobre {x|x é aluno
da turma}.

4) R ={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)} sobre A={1, 2, 3}.
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Relacdes de Equivaléncia

Exemplo 1: Verifigue se a relacdo R sobre o conjunto
dos numeros reais tal que a relaciona b se e somente se
a-be Z é uma relacéo de equivaléncia.

Reflexiva: seja o numero inteiro a, entdo, a-a=0. E O
esta no conjunto dos inteiros;

Simetrica: sejam 0sS numeros inteiros a e b, entéo, a-
b=t, onde t € um numero inteiro. E b-a=-t, e —t também é
Inteiro.

Transitiva: sejam os numeros reais a, b e c. Perceba que

b-a e c-b pertencem aos inteiros. Agora, note que
a—c=(a—-b)+ (b—rc)

Logo, a-c também pertence aos inteiros.

Concluséao: R é uma relacdo de equivaléncia.
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Relacdes de Equivaléncia

Exemplo 2: Seja R a relacao “x dividido por y € inteiro”
no conjunto dos numeros inteiros com excecao do zero.
R € uma relacao de equivaléncia:

Reflexiva: seja o0 numero inteiro a, entdo, a/a=1. E 1
esta no conjunto dos inteiros;

Simeétrica: sejam 0S numeros inteiros a e b, entao,

a/b=t, onde t € um numero inteiro. E b/a=1/t, e 1/t s6 é
Intelro se t=1.

Concluséao: R ndo € uma relacao de equivaléncia.
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{ Definicao (Congruéncia Modulo m)

*4 Se x e y s&o inteiros e m > 1 & um inteiro positivo,
‘ x =y (mod m) se x — y e um multiplo inteiro de m

B Exemplo: 27 e 2 sdo congruentes modulo 5, pois 27 = 2 (mod 5)

B Exemplos:

m 10=2 (mod 4), pois 4 divide 10-2
m 35 =10 (mod 5), pois 5 divide 35-10
e_ m 38 =2 (mod 12), pois 12 divide 38-2
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“  Definigao (Classes de Equivaléncia)
€.

yC” Seja R uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto A. O conjunto de
.~ \_ todos os elementos que estdo relacionados com um dado elemento x € A é
“’ denominado de classe de equivaléncia de x.

m Denotamos a classe de equivaléncia de x por [x]

W [x] € o conjunto de todos os elementos relacionados a x em A.

<A m Formalmente, [[x]={y |y € Ar(x,y) € R}

m Se y € [x], entdao y &€ denominado um representante dessa classe de
%“ equivaléncia.
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Exemplo:

Seja a relacao de equivaléncia R = {(x, y) | x senta-se
na mesma fileira que y }

Suponha que Joao, Carlinhos, José, Maria e Ana
sentam-se na mesma fileira.

Entao, [Joao]={Joé&o, Carlinhos, Jose, Maria, Ana}
[Joao] = [Maria] = [Jose] = [Carlinhos] = [Ana]

Estas ndao sao classes distintas, mas sim a mesma
classe de equivaléncia.

Uma classe de equivaléncia pode usar o nome de

DE EDUCAGAO
PROFISSIONAL

qualquer de seus elementos.
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Exemplo:
(€ Seja arelacédo de equivaléncia R ={(x,y) | x +y é par }
% sobre N.

Essa relacao particiona N em duas classes de
equivaléncia:

() Se x € par, para todo y par temos X + y par.

(i) Se x € impar, para todo y impar temos x + y par.

Todos os numeros pares formam uma classe de
equivaléncia.

Todos os numeros impares formam outra classe de
equivaléncia.

Neste exemplo, [2] = [4] =[100]; e [1] =[5] =[213].
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& y Exercicios:
‘Q: &
l ‘4;' |

Para a relacdo de equivalencia R = {(a,a), (b, b),(c,c),(a,c),(c,a)}, quale o
conjunto [a]? Este conjunto tem outro nome?

Para arelacdo de equivaléncia
R=1{(1,1).(2,2),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1).(3,2),(2,3), (3, 3),
(4,4),(5,5),(4,5),(5,4)}, qual € o conjunto [3]7 E o conjunto [4]7

Quais sao as classes de equivaléncia de 0 e de I para
a congruéncia modulo 47
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Resposta:

A classe de equivaléncia de 0 contém todos os
% inteiros a de forma que a=0(mod 4). Assim,

[0] = {“'J _8! _41 O& 43 8: '“}

A classe de equivaléncia de I contém todos os
inteiros a de forma que a=I(mod 4). Assim,

[}] = {“'? _7! _31 }3 53 9: "'}




