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1. Matrizes
1.1. Definicdo de Matrizes

Seja A é uma matriz do tipo mxn, onde m € o nimero de linhas e n € 0 nimero
de colunas e a; um elemento de A.

& A &y

a a a
A=| 2 :22 2n

a a a

Exemplo:
i) a;, é 0 elemento que esta na 3? linha e 22 coluna
As colunas de A serdo denotadas por a,,...,a, e podem ser escritas como:
A=[a, a, .. a,]
Os elementos diagonais sdo a,,, a,,, a,, ...e formam a diagonal principal de A.

1.2. Matriz Diagonal

Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada cujos elementos que estao fora da diagonal
principal sdo zeros.

a, O 0
A 0 a.22 0
0 O a

1.3. Matriz Nula

E uma matriz cujos elementos so todos zeros.




1.4. lgualdade de Matrizes

Definicdo: Duas matrizes mxn A e B sdo ditas iguais se a; =b; para todos os i
ej.
1.5. Multiplicacéo por um Escalar

Se A é uma matriz e « é um escalar, entdo «A € a matriz obtida multiplicando-
se cada elemento de A por « .

4
Exemplo 1: Seja A= {

2 1
calcule 3A e —A.
6 10 2

1.6. Soma de matrizes

. 4 0 5 111 .
Exemplo 2: Sejam A= , B= , entédo calcule A-2B.
-1 3 2 3 57

1.7. Propriedades
Sejam A, B e C matrizes do mesmo tipo e sejam r e s escalares:

)A+B=B+A
ii)(A+B)+C=A+(B+C)
ii)A+0=A

iv)r(A+B) =rA+rB

V) (r+s) A=rA+sA

Vi) r(sA) = (rs) A

1.8. Multiplicacdo de Matrizes
E a operacdo mais importante entre matrizes.

Definicdo: Se A € uma matriz mxn e B uma matriz nx p, de colunas b,..b,, entdo o
produto AB € a matriz mx p cujas colunas sdo Ab,...Ab, .

2 -5 0
-6
-1 3 -4
Exemplo 3: Calcule AB, onde A= B=|7
6 -8 -7
-3 0 9

1.9. Transposta de uma matriz

Defini¢do: Dada uma matriz A, mxn, a transposta de A é a matriz nxm , denotada
por AT, cujas colunas sdo formadas com as linhas correspondentes de A.



Propriedades:

Sejam A e B matrizes cujos tipos sdo apropriados para as seguintes somas e produtos.

i) (AT)" = A

i) (A+B)' =A" +B’

iii) Para qualquer escalar r, (rA)" =rA"
iv) (AB)" =BT A

-5 2
a b
Exemplo 4: Sejam A:{C d} e B=| 1 —3|entdocalcule (AB)", se possivel.
0 4

1.10. Matriz Identidade

A matriz escalar de qualquer ordem que tem os elementos a; =1 para i=j €
chamada matriz identidade.

1.11. Matriz Simétrica

Uma matriz quadrada A=a; é simétricase A" = A.
OBSERVACAO:
a) Se A=a; ésimétrica a; =a;.
b) AAT resulta em uma matriz simétrica

1.12. Matriz Anti-simétrica
Uma matriz quadrada A =a; é anti-simétricase A" =—A.
1.13. Matriz Inversa
Dada uma matriz quadrada A= a;, se existir uma matriz B que satisfaca AB = BA =1
diz-se que B ¢ a inversa de A e denota-se B por A™, ouseja, ATA=AAT =1,

2 -3 11 3
Exemplo 5: Verifique se A™ = { ; 11} ¢ a matriz inversade A= [ . 2} .

Dizemos que uma matriz A é inversivel (ndo singular) se existe a matriz inversa
A, caso contrario dizemos que a matriz A é no inversivel (singular).

Algumas propriedades importantes:

- A é ndo-singular se o determinante de A é diferente de zero. A é singular se o
determinante de A ¢é igual a zero.
- Se A é uma matriz inversivel entdo sua inversa é unica

- Se A é ndo singular, sua inversa A~ também &, isto €, se det A= Oentdo det A" =0,
A matriz inversade A™ éA.



- A matriz identidade é ndo singular pois | * =1 (detl =1).

- Se a matriz A € ndo singular, sua transposta A’ também é. A matriz inversa de A" é
(A‘l)T, isto €, (AT )_1 = (A‘l)T , dai concluimos que se det A= 0 entdo det A" #0.

- Se as matrizes A e B sdo ndo singulares e de mesma ordem, o produto AB é uma
matriz ndo singular. Vale a relagio (AB)™* =B™"A™.

Exemplo 6:

2 3 2 3 o
A= = det =—-2=Aéndo singular
2 2 2 2

1 10 1 10 L
B= = det =0= A ésingular
11 10 1 10

1.14. Matriz Ortogonal
Uma matriz quadrada A=a; é ortogonal se A" =A" e além disso

AT A=AAT =1.
1.15. Matriz triangular superior

Uma matriz quadrada A= g; € triangular superior se a; =0para i > j.
1.16. Matriz triangular inferior

Uma matriz quadrada A= a; € triangular inferior se a; =Opara i< j.

1.17. Matriz Periddica
Uma matriz quadrada A = a; € uma matriz periodicase A" = A para n> 2.

1.18. Matriz Idempotente
Uma matriz quadrada A = a; € uma matriz idempotente A*=A.

2 -1 1
Exemplo 7: Verifiquese A={-3 4 —3| é idempotente.
-5 5 -4

1.19. Matriz Nilpotente
Uma matriz quadrada A=a; € uma matriz nilpotente, se existir p, inteiro e

positivo, tal que AP =0. Se p é o menor inteiro positivo tal que A® =0, diz que A é
uma matriz nilpotente de indice p.

1 -1 1
Exemplo 8: Verifiquese A=| -3 3 —3]| énilpotente e determine seu indice p.
-4 4 -4



1.20. Matriz Escalonada
Uma matriz mx n é linha reduzida a forma escada, ou escalonada, se:

a) O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1.

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento n&o nulo de alguma linha tem todos os
seus outros elementos iguais a zero.

c) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas (isto €, daquela que
possuem pelo menos um elemento nédo nulo).

d) Se as linhas 1,..., p sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da linha

i ocorre na coluna k, <k, <...<Kk,.

Exemplo 9:
10 0 O

a)|0 1 -1 0] nao éforma escada. Nao vale b)
00 1 0
0 2 1

b) |1 0 -—3]| ndo éforma escada. Nao vale a) e b)
10 0
01 -3 0 1

c){0 0O 0 O 0] ndoéformaescada. Ndo vale c)
00 0 -12

01 -3 01
d|0 0 0 1 3|éformaescada.
00 0 00O

1.21. Operac0Oes elementares linha

Sdo trés as operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz.

1°) Permutar a i-ésima e j-ésima linha (L; <> L;)

2°) Multiplicagdo da a i-ésima linha por um escalar ndo nulo k (L, <> KkL,)

3% Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha
(L <L +kL;)



Se A e B sdo matrizes mxn, dizemos que B € linha equivalente a A, se B for
obtida de A através de um namero finito de operagdes elementares sobre as linhas de A.
Notacdo: A~B.

1.22. Posto de uma matriz

Dada a matriz A, seja B, , a matriz linha reduzida a forma escada, linha

equivalente a matriz A. O posto de A, denotado por p, € o numero de linhas ndo nulas
de B e anulidade de A é n— p, onde n é o numero de colunas de A e p é 0 posto de A.

mxn

1.23. Célculo da Inversa

Para se determinar a matriz inversa de uma matriz A, ndo singular, através de
operacdes elementares entre as linhas da matriz, aplica-se o seguinte procedimento:

a) Coloca-se ao lado da matriz A a matriz |, separada por um traco vertical tracejado.
b) Transforma-se por meio de operacdes elementares a matriz A na matriz |, aplicando

simultaneamente a matriz | colocada ao lado da matriz A as mesmas operacGes
elementares aplicadas a matriz A.

2 1
Exemplo 10: Calcular a inversa da matriz A= L 3} por escalonamento.

2. Determinante de Uma Matriz

Entenderemos por determinante, como sendo um numero ou uma funcdo,
associado a uma matriz quadrada, calculado de acordo com regras especificas. E
importante observar, que s6 as matrizes quadradas possuem determinante.

Célculo do Determinante por desenvolvimento de Laplace:

2.1. Regra de Chid: Regra para o célculo de um determinante de 22 ordem
Dada a matriz quadrada de ordem 2 a seguir:

()

O determinante de A seré indicado por det(A) e calculado da seguinte forma

det (A) =ad—bc

Regra de Sarrus: Regra para o calculo de um determinante de 3% ordem

Se A é de ordem 3x3



a, 4, a; a, &, q3a;,; a,
A= Ay 8y Ay |= detA= Ay Ay Ay Ay Ay
A3 dg Ag Ay a3 Ay Ay Ay

ou seja,
detA= (a'lla22a33) + (a12a233-21) + (a133-21a32) - (a12a21a33) - (aua23a32) - (al3a22a3l)

2.2. Desevolvimento de Laplace: Regra para o calculo de um determinante de 4% ordem
ou maior (Método dos co-fatores)

Para uma matriz de ordem nxn usamos o desenvolvimento de Laplace que é
dado pela formula.

detA,, => a;(-1)" det A,
j=1

onde A;€ a submatriz obtida a partir da matriz A eliminando-se a i-ésima linha e a j-

ésima coluna da matriz A. Se chamarmos A; = (-1)"™ det A, , entdo:

det An><n = zaiinj
j=1

Propriedades dos determinantes:

- Uma matriz A é inversivel se o det(A) =0

- Para uma matriz triangular, o determinante é o produto da diagonal

- Se A e B séo matrizes nxn, entdo det(AB) = det(A) x det(B)

- Se A é uma matriz nxn entdo det(A") = det(A)

- Se A tem uma linha ou coluna contendo apenas zeros entdo det(A) =0

- Se A tem duas linhas ou colunas idénticas, entdo det(A) =0

- Se na matriz A uma linha (ou coluna) ¢ multipla da outra linha (coluna) entdo
det(A) =0.

- Trocando a posi¢édo de duas linhas (colunas) o determinante muda de sinal

- Quando se multiplica uma linha (coluna) de uma matriz A por um nimero real k =0
o determinante fica multiplicado por esse mesmo nimero.

- O determinante de uma matriz A n&o se altera quando se faz a seguinte operacdo entre
linhas: L; —KL;.

-A partir de det(AB) = det(A) x det(B) temos det(AA™) =det |, ou seja:



det(A) det(A ) =1 = det(A) =

det A’
-1 2 3 -4
. ) 2 0 O
Exemplo 11: Calcular o determinante da matriz A= > _3
2 5 3 1

3. Sistemas de Equacdes Lineares

Uma equacéo linear € uma equacdo da forma a,x, + a,X, +a;X; +....+a,X, =b
na qual a;a,,a,,...,a,Sa0 0s respectivos coeficientes das variaveis X, X,, Xs,...,X, € b
é o termo independente. Os numeros a,a,,a,,...,a, € O termo independente b
geralmente s&o nimeros conhecidos e as variaveis x,, X,, Xs,...,X, S80 as incognitas.

Os valores das variaveis que transformam uma equacdo linear em uma
identidade, isto é, que satisfazem a equacdo, constituem sua solucdo. Esses valores sdo
denominados raizes das equacgdes lineares.

A um conjunto de equacdes lineares se da o nome de sistema de equacdes
lineares e tem a seguinte representacao:

A, X, +a,X, +8,X ..+ 8, X, =Dy

Ay Xy +8ynXy + Xy +.+ 8y, X, =D,
A X, + 8, X, + 83X+t 8, X, =D,
Os valores das variaveis que transformam simultaneamente as equacfes de um
sistema de equacGes lineares em uma identidade, isto é, que satisfazem a equacdo
constituem sua solucéo.
Diz-se que dois sistemas de equagdes lineares sdo equivalentes quando admitem
a mesma solucéo.
Quanto as solugdes, trés casos podem ocorrer:

1) O sistema possui uma Unica solucdo. Neste caso dizemos que o sistema é compativel
e determinado.
2) O sistema possui infinitas solucBes. Neste caso dizemos que o sistema é compativel e
indeterminado.

3) O sistema ndo possui nenhuma solugdo. Neste caso dizemos que o sistema é
incompativel.



3.1 Sistema e Matrizes
Dado um sistema na forma

A, X, +a,X, + 83X+ 3, X, =Dy

1n“*n
2n n:bz

A,y %, + Ay X, +8yeXy +oot A

A Xy X, +ApgXg +et A X, =D

m

1)

Podemos representa-lo matricialmente utilizando as notacfes da teoria de matrizes da

seguinte maneira:

all a12 aln Xl

a a a X
A — 21 .2 .Zn ’ X — .2

a a a X

podemos escrever o sistema (1) na forma matricial:

AX=B

onde A é a matriz dos coeficientes, B a matriz coluna dos termos independentes e X é a

matriz coluna das incdgnitas.

Ao sistema (1) associamos a seguinte matriz:

a, a, ... a, |b
a, a, ... a, [b,
a a a b

gue chamamos matriz ampliada do sistema.

Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes
equivalentes.

ampliadas equivalentes sao

Dada a matriz ampliada do sistema de equagdes lineares consideramos a matriz linha
reduzida a forma escada obtida a partir da matriz ampliada do sistema:

Teorema:

1) Um sistema de m equac0es e n incognitas admite solucdo se, e somente se, 0 posto da
matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes.

2) Se as duas matrizes tem 0 mesmo posto p e p=n a solucdo €é unica.

3) Se as duas matrizes tém 0 mesmo ponto e p = n podemos escolher n— p incognitas

e as outras incognitas serdo dadas em funcdo destas. O nimero n— p é chamado grau

de liberdade do sistema.



Resumo: Dado um sistema de m equagdes e n incognitas seja A, a matriz ampliada do
sistema e seja A, a matriz linha equivalente a matriz A, onde a matriz dos coeficientes
esta na forma escada. Seja p, o posto da matriz ampliada e p, o posto da matriz dos
coeficientes obtidos a partir de A,.

-Se p, # p. entdo o sistema é incompativel (ndo possui solugéo).

- Se p, = p. entdo o sistema é compativel (possui solugdo). Seja p=p, = p., Se
p=nentdo o sistema é compativel e determinado (possui uma Unica solucdo). Se
p < n o sistema é compativel e indeterminado (possui infinitas solucdes).

2X, + X, +3X, =8
Exemplo 12: Classificar e resolver o sistema: 1 4x, +2X, +2x, =4
2X, +5X, +3%X;, =12

4y +2X+62=-6
Exemplo 13: Classificar e resolver o sistema: {—4z -2y +3x =-38.
X+3z+2y=-3

6x—-4y-2z=3
Exemplo 14: Classificar e resolver o sistema: < x+y+z=1
Xx-2y—-z=1

10



