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7° edicdo
Diagramas de forca cortante e momento fletor

« Elementos longos e retos que suportam cargas perpendiculares a seu eixo
longitudinal sdo denominados vigas.

« Vigas sao classificadas de acordo com o0 modo como sao apoiadas.

Viga simplesmente apoiada

—
Viga em balanco

—
[») X

Viga apoiada com uma extremidade em balanco
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7° edicdo

« As funcbes de cisalhamento e momento podem ser representadas em
graficos denominados diagramas de forgca cortante e momento fletor.

« Direcbes positivas indicam que a carga distribuida age para baixo na viga e
a forca cortante interna provoca uma rotacao em sentido horario.

Wix)
Carga distribuida positiva

|t

Cisalhamento interno positivo
M M

Momento interno positivo

Convencao de sinal para a viga
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7¢ edicdo

Exemplo 6.1

Represente graficamente os diagramas de forca cortante
e momento fletor para a viga dada.

e e

r.-|[=-
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7° edicdo
Solucéao:

Um diagrama de corpo livre do segmento esquerdo € mostrado abaixo. A aplicacao
das equac0Oes de equilibrio produz

+T>F =0, V _F (1)
2P y kr—|l,
+T> M =0 M:EX (2) r 1'

Segmento esquerdo da viga se estende até a distancia
X na regiao BC.

A| {‘_ l 1 M
TSF, =0; g—P—V:O:V:—g (3) '|‘ v
CZMzO; M+P(x—£j i

. ;
S |- 5 X=M =E(L—x) (4)
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7° edicdo

j— 3

i ]
v » h
O diagrama de forca representa as equacdoes 1 e 3 = :
-£
M Moo = 2L
O diagrama de momento representa as equacoes 2 e 4 =
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7° edicdo

Exemplo 6.2

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga mostrada na figura.

I'.-'|:|

-
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7° edicdo
Solucao:
A carga distribuida é substituida por sua forca resultante.
A intensidade da cargar triangular na secao € determinada por calculo proporcional:

W, W, X vol.

A resultante do carregamento distribuido é determinada pela area sob o diagrama:

_o WL 1 12— x? L),
+TYF, =0; - ZEL) V= 0:>v_2L( X?) (1) » ( -

2

w.L° w.L 1( W.X 1 e | W M
<+ZM =0 = (x)+§(?jx(§ x)+ M=0 (2) .a.-u_%L:' - !
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7° edicdo

Wy

O diagrama de forca cortante representa a equacéo 1 =

Momento fletor representa a equagao 2 = ...
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Exemplo 6.3

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga mostrada ao lado.

15|kN m—
EQ‘N Viivivveyy
AN = = .
} 5m ! 5m |
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7° edicdo
Solucéo:

Duas regioes de x devem ser consideradas para se descreverem as fungoes de
cisalhamento e momento da viga inteira.

80 kN-m
0<x <5m, M
+TZ|:y:o; 575-V =0=V =575kN (1) l
<+ M =0; -80-575%+M =0=M =(575x +80)kNm (2) I . v
5. 75 kN
om<x, <10m, ISKN S(xz—5)
+T>F, =0;

5,75-15-5(x, —5)-V =0=V =(15,75-5%,)kN (3)  soinu 1

_ | "
GZM =0; —80—5,75x2+15(x2—5)+5(x2—5)(X22 5j+|v| =0 l

l

-

5m i T Vv

M = (~2,5x2 +1575x, + 92,5)kNm  (4) E—

5.75kN
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7¢ edicdo

15 kN
5kN/m
80 kN-m
T Y Yy yYyYvyy¥yVvyYy '|rI
c
AN B 4
Jm im
3,75 kN 3425 kN
V(kN)
O diagrama de forca cortante
representa as equacbes 1 e 3 = 575 )
—0.25
.U “‘;:\-'I“] . _1_2-1;_
108,75
il
O momento fletor das equacbes 2 e 4 =
x(m)
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7¢ edicdo
Metodo grafico para construir diagramas de forca
cortante e momento fletor

I'| F,

Regides de carga distribuida i)

« Essas duas equag0es proporcionam um meio H_H'Hﬂlhl .[ l

- - - C' J
conveniente para se obter rapidamente os o H N
diagramas de forca cortante e momento fletor — e

i (a
para uma viga: ’
w(x)Ax
. . - H'[.K']II_ -
Inclin gy —intensidade da B
diagramade  —_ _ _yy(x) carga distribuida i
forca cortante em  dx em cada ponto T
cada ponto R _
y | / "\\
M .'"I Y
M+am | \
inclinacédo do _ o NT— 4
i cisalhamento(forca 4 AV N4
dlagigmaice dM cortante) em cada | | o
B el - onto Di'mr'i:-'lde COTpo Area da secio transversal
cada ponto dX p Jj\-'r:zhd:r sggmemo]-_u' e 5105;;;;;;1[?,5‘“&1

(b)
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7¢ edicdo

 Podemos integrar essas areas entre quaisquer dois pontos para mudar a
carga distribuida e a forca cortante.

_._.-—T--T"T'_i Eg z l l 1 l/l
mudanca na —area sob a / : ©

I 4 x\D
forca cortante AV = I W(X)dX carga distribuida . “x\
N
.]
Nﬁr
ri
c/ D '
/
/
B . ( ) area sob o /
AM :IV X Jdx diagrama de forca M J,-*"
momento cortante (
AM] \
| C D :
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Regides de forca e
momento concentrados

* Alguns dos casos

comuns de

carregamento:
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7¢ edicdo

Diagrama de dV _

—W
~
Vi —W;

V.

Inclinagio negativa que
decresce de —w a—w;.

Diagrama de dM _
Carregamento forca cortante gy momento gy v
P w =0 V,
M P ;
My 1 M, v, [Tw=0 Vi
M,
; M,
i Vs Forca P para baixo faz V saltar )
para baixo de V| para V. Inclinacio constante muda de V) para V.
—_ A .
M, M, M, w=0 My y
M —
| I . L
Vv . . .
v Nenhuma mudanga na forca cortante, Inclinagdo positiva constante. My em
jd que a inclinacao w = 0. sentido anti-hordrio faz M saltar para baixo.
Vs
Wy — Wy —
M, M, = v
I S o M,
Vv, M,
Vi Vi Inclinagio negativa constante. Inclinacio positiva que decresce de V| para V.
_ Wh —w
o - L Vs
w1 | . W3 ol
M, M Vi ™~ v,
- Vv, o~ M,
M,
v Inclinacio negativa
! Vs que aumenta de —wy a —w,. Inclinacio positiva que decresce de V; para V.
g

V2

—

Vi M,
e

M,

Inclinacio positiva que decresce de V' para V.
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7° edicdo
Exemplo 6.4

Represente graficamente os diagramas de forca cortante e momento fletor para a
viga.

(a)
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7° edicdo
Solucao:

As reacgdes sao mostradas no diagrama de corpo livre ao lado:
De acordo com a convencao de sinal, em x = 0, 1

V=+Peemx=L,V=-P. P

1

Visto que w = 0, a inclinacao do diagrama de forca cortante sera zero, portanto:

PL

dV/dx =—w=0em todos os pontos

Para o diagrama de forca cortante de acordo com a
convencao de sinal,emx=0,M=-PLeemx =L, M=0.

O diagrama de forca cortante indica que o =

cisalhamento € positivo constante. Portanto,

»
et

dM/dx =V =+P emtodos os pontos

—PL 1
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7¢ edicdo

Exemplo 6.5

Represente graficamente os diagramas de forca cortante
e momento fletor para a viga.

) ﬁ]u
|
L |
(a)
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7° edicdo
Solucao:
A reacao no apoio fixo € mostrada no diagrama de corpo livre:

My My

Visto que ndo existe nenhuma carga distribuida na viga,
o diagrama de forga cortante tera inclinacéo nula em
todos o0s pontos. ‘

i

Pelo diagrama de forca cortante, a inclinacdo do diagrama de
momento sera nula. V = 0.

M

My k
x
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7¢ edicdo
Exemplo 6.6

Represente graficamente os diagramas de forca cortante
e momento fletor para a viga.

slide 20 © 2009 Pearson Prentice Hall. Todos os direitos reservados.



7° edicdo
Solucéo:
A reacao nos apoios foram calculadas e sdo mostradas no diagrama de corpo livre:

Wy
w Ll

wpl2 (b)
]

A carga distribuida na viga € positiva, porém decrescente.
Portanto, a inclinacao € negativa decrescente. wol.

2 Inclinacdo negativa decrescente

-

(c)

A curva do diagrama de momento que apresenta esse
comportamento de inclinacdo € uma fungao cubica M
de x.

i} Inclinagio positiva decrescente
wy L”
f (d)
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7¢ edicdo

Deformacao por flexao de um elemento reto

A secao transversal de uma viga reta permanece plana quando a viga se

deforma por flexao.
Isso provoca uma tenséo de tracao de um lado da viga e uma tenséo de

compressao do outro lado.

Linhas horizontais
tornam-se curvas
Linhas verticais permanecem 4| _| <N
retas, porém sofrem rotaciao s

Apé6s a deformacio

Antes da deformacao

(a) (b)
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* A deformacao longitudinal varia linearmente de zero no eixo neutro.
* Alei de Hooke se aplica quando o material € homogéneo.
« O eixo neutro passa pelo centroide da area da secéao transversal.

AN

\ '
~/
]

\
Eixo - Superficie
longitudinal . neutra

X

(b)
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7¢ edicdo
A formula da flexao

« O momento resultante na secao transversal é igual ao momento produzido
pela distribuicao linear da tensédo normal em torno do eixo neutro.

Ly o
|

O =

o = tensao normal no membro

M = momento interno

| = momento de inércia

y = distancia perpendicular do eixo neutro

Variacdo da tensdo de flexao

- Pelaregra da méao direita, o sinal negativo € compressivo ja que age na
direcao negativa de x.
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7¢ edicdo

Exemplo 6.8

A viga simplesmente apoiada tem a area de secéao transversal mostrada na figura
abaixo. Determine a tenséo de flexdo maxima absoluta na viga e represente a
distribuicéo de tenséo na secao transversal nessa localizacao.

20 mm 1

C 130 mm

-
—

R N —
ol

20 mm—{ |[—
150 mm

—
a—

‘ i 1' ™
20 mm D

250 mm
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7¢ edicdo
Solucao:

O momento maximo interno navigaé M =22,5KkNm.

M (kN-m)

x(m)
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7° edicdo
Por razGes de simetria, o centroide C e, portanto, 0 eixo neutro, passa a meia
altura da viga, e 0o momento de inercia é

20 mm 1

1=>(1+Ad?) o

N

- 2[% (0,25)0,02)° + (0,25)(0,002)(0,16)2} + [é (0,02)(0,3)3} = e

— [ -
\|

mim

—_—]— T —
b

-
l—

20 mm D

250 mm

=301.3(10°° )m"*

Aplicando a formula da flex&o, para ¢ = 170 mm,

O RC. O = 22’5(0’1_76) =12,7 MPa (Resposta) e
| 301,3(10°)
11.2 MPa 12.7 MI'{]:i
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7¢ edicdo

Exemplo 6.9

A viga mostrada na figura tem area de secéo transversal em forma de um canal.
Determine a tensédo de flexdo maxima que ocorre na viga na secao a—a.

2.6 kN

a o— 2500 mm — 20 mm
?ﬁ_fl:- ¥=35909mm 4 _ L
. a R
N : Al T
t C 200 mm
| 15 mm —| |— —{ 15 mm
| 2m , 1 m - B
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7° edicdo
Solucéo:

O momento interno resultante deve ser calculado em torno do eixo neutro da
viga ha secao a—a. Visto que o eixo passa pelo centroide,

— >'yA  2(0,1)0,2)0,015)+(0,01)0,02)(0,25)
/= >A  2(0,2)0,015)+(0,02)0,25)
= 0,05909m = 59,09 mm
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7° edicdo
Aplicando a equacao do equilibrio de momento sobre o eixo neutro, temos

<+ > M, =0; 2,4(2)+10(0,05909)-M =0=M = 4,859kNm

O momento de inércia sobre o eixo neutro é j=s009mm i [ 0T ] Zme
| N : A T_-j]
7 [é (0,25)0,02)" +(0,25)(0,02)(0,05900- 0,01)2} S e

+ 2{% (0,015)0,2)° +(0,015)0,2)(0,1— 0,05909)2}

= 42,26(10°)m*

A tensao de flexdo maxima ocorre nos pontos mais afastados do eixo neutro.

24 kN
0.05909 m 1 M

iy Mc:4,859(0,2—0,965909): 16,2 MPa (Resposta) | pows N L
| 42,26(10°°) | -

[:-__I

2m

slide 32 © 2009 Pearson Prentice Hall. Todos os direitos reservados.



Flexao assimétrica

7° edicdo

Momento aplicado ao longo do eixo principal

« Podemos expressar a tensdo normal resultante em qualquer ponto na secao
transversal, em termos gerais, como

M,z
_sz+ y

O =

z

slide 33

o = tensdo normal no ponto
y, Z = coordenadas do ponto medidas em relacdo a x, y, z
M,, M, = componentes do momento interno resultante
direcionados ao longo dos eixos y e z
ly, I, = momentos principais de inércia calculados
em torno dos eixos y e z

M, = Msen#d

[
M, = Mcos#
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7¢ edicdo
Orientacao do eixo neutro
O angulo a do eixo neutro pode ser determinado aplicando o = 0. Temos

tga = :—Ztg9

y

() max + (7 Imal
I

4 /

H”x}m:ix [N o
Y
~u
-
_ + 3
, ““'-l
i [(Fx)max — (¢ x)mixl =
I':U.l'}m:ix + (o x:'m:ixl"if L if;rx}'m:‘i‘:
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Exemplo 6.10

Uma viga em T esta sujeita a um momento fletor de 15 kNm. Determine a tensao
normal maxima na viga e a orientacao do eixo neutro.

L
80 mm "

40mm' T
80 mm
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7° edicdo
Solucao:
Ambas as componentes do momento s&o positivas. Temos
M, = (15)c0s30°=12,99 kNm
M, =(15)%en30° = 7,50 kKNm s | [ oo

0,03 m ‘ |

¥

0,100 m

Para propriedades da secéao, temos

Al > zA  (0,05)0,1)0,04)+(0,115)0,03)0,2)
e (0,1(0,04)+(0,03)0,2)

=0,0890m
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B 7° edicdo
. 2 .. . -,
Pelo teorema dos eixos paralelos, | =1+ Ad‘ os principais momentos da inércia
sao: f

I, = %(0,1)(0,04)3 v é (0,03)0,2) =205310° )m* pme | fome

0,03 m ‘

l, = {é (0,04)0,1)* +(0,1)(0,04)(0,089— 0,05)2}

+ [é (0,2)0,03) + (0,2)(0,03)(0,115—0,089)2} =1392(10° ) m*

A maior tensao de tracao ocorre em B e a maior tensao de compressao ocorre em C.
M M,z
. zy Ik y

I I —(.](.'(-m—| 7.50 kKN-m
. y B T
-}HJI'}mJ | ] 12,99 kN'm

AN 7,5(—0,2 +12'99(0’0i1)=7 e T
20,5310°)  1392(10°) B e
~ 75(0,02) 1299(-0,089)

¢ =7 205310°) " 1392(10°)

slide 37 © 2009 Pearson Prentice Hall. Todos os direitos reservados.

O =

=-90,3 MPa (Resposta)




7° edicdo

y deve representar o eixo para o0 momento principal de inércia minimo, e z deve
representar o eixo para o momento principal de inércia maximo.

205310°)),
1392(10°)
o =68,6°

o

(&}

¥ = f‘la""‘:_f‘l —
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Vigas compostas

materiais que compdem a viga.

.‘.
Material \

rigido
s

Material
menos rigido 2

slide 39

.“

“

Variacao da deformacao normal
(vista lateral)

(b)

7¢ edicdo

Vigas construidas de dois ou mais materiais diferentes sdo denominadas
vigas compostas.

O fator de transformacéo € uma razéo entre os modulos dos diferentes

Variacao da tensao de flexao
(vista lateral)

Variacdo da tensao de flexao

(c) (d)
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7° edicdo

Uma viga composta é feita de madeira e reforcada com uma tira de aco localizada
em sua parte inferior. Ela tem a area de secao transversal mostrada na figura
abaixo. Se for submetida a um momento fletor M = 2 kNm, determine a tensao
normal nos pontos B e C. Considere E,, = 12 GPa e E,, = 200 GPa.
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7¢ edicdo

Solucao:

Transformaremos a secao em outra feita inteiramente de aco.

12

b, =nb ., =——(150)=9mm
200

aco mad

A secdao transformada € mostrada na figura ao lado.

A localizacdo do centroide (eixo neutro) &

v > YA _(0,01)(0,02)(0,150)+(0,095§0,009)0,15) _ ooseasm
> A (0,02(0,15)+(0,009)0,15) ‘ -
' :; 1 /n;"( 150 mni
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7° edicdo

Portanto, o momento de inércia em torno do eixo neutro &

|0 = [é (0,15)0,02)° +(0,15)(0,02)(0,03638- 0,01)2}

+[$(0,009)(0,15)3+(0,009)(0,15)(0,095—0,03638)2} N

Aplicando a formula da flexao, a tensdo normalem B’e C &
~2(0,17-0,03638)

7T 9.35810°)
~ 2(0,03638)

7¢ " 935810

= 28,6 MPa

= 27,87 MPa (Resposta)

2 kN'm

12
A tens&o normal na madeira em B é 0z = N0y = 2#00(28’56):1’71 MPa (Resposta)
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7¢ edicdo
Concentracoes de tenséao

« Atensao normal maxima em cada uma das descontinuidades ocorre na
secao que passa pela menor area de secao transversal.

« Uma vez que K for obtido, a tenséo de flexao maxima e determinada por

: 1
1.8 'J‘"
K Mc L7
GméX — I a 1 6 ;lr =4
§ LS =
NI h
L4 - Lw s
! W

h T

11 ESEEErESSSS N

1.0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
F

h
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7° edicdo

A transicao na area da secao transversal da barra de aco é obtida por filetes de
reducado. Se a barra for submetida a um momento fletor 5 kN-m, determine a tensao
normal maxima desenvolvida no ago. A tenséo de escoamento é g, = 500 MPa.
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7° edicdo

Solucéo:
Pela geometria da barra, .
L — E — 0’2 ﬂ — @ — 1’5 ol IZOImm 4 r =16 mm
h 80 h 80 :
o S0 mm ‘:. kN-m
K é 1,45 e temos 50
kMg 1090 gy,

[112 (0,02)(0,08)3}

Este resultado indica que 0 aco permanece elastico, visto que a tensao esta
abaixo da tensao de escoamento (500 MPa).
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